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모델 불확실성과 외란을 고려한 로봇 매니퓰레이터의 채터링이 없는

2차 슬라이딩 모드 기반 유한-시간 제어
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This paper presents a finite-time tracking control for a robot manipulator in the presence of a modeling uncertainty and an

external disturbance. To solve the large chattering phenomenon that is caused by the high switching gain of the sliding-

mode control, a novel second-order sliding-mode controller that generates a continuous control input is designed with a

robust differentiator. The finite-time stability of the closed-loop system is ensured using a constructive Lyapunov-stability

analysis. Finally, a numerical simulation of the 2-Axis Pan-Tilt system is performed to verify the effectiveness of the

proposed controller.
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1. 서론

로봇 매니퓰레이터의 동역학 방정식은 상태변수에 대하여 비선형

방정식으로 구성되며, 정밀제어를 위해서는 비선형 제어기법이

적용되어야 한다. 또한 로봇 매니퓰레이터 제어 시 모델의 불확실

성과 외란은 시스템의 제어성능을 악화시킬 뿐 아니라 시스템의

불안정성을 야기할 수 있기 때문에 제어기 설계 시 반드시 고려

되어야 한다.

슬라이딩 모드 제어는 모델 불확실성과 외란에 강인한 제어기

로 알려져 있으며, 비교적 간단하고 사용하기 쉬운 제어 법칙 덕

분에 로봇 매니퓰레이터 제어에도 많이 사용되어 왔다.1 하지만

CSMC (Conventional Sliding Mode Control)는 제어 입력에 시스

템의 불확실성과 외란에 대한 영향을 억제하기 위한 비연속 함수

를 포함하기 때문에 고주파의 떨림 현상(Chattering Phenomenon)

이 나타나게 된다. 이는 구동기에 악영향을 끼칠 뿐만 아니라 로

봇 매니퓰레이터에 물리적 진동현상을 야기한다. 이러한 문제점

을 해결하기 위해 적응슬라이딩모드,4 외란관측기 기반의 슬라이

딩모드,3 경계층기반의 슬라이딩모드11들과 같은 다양한 방법들이

NOMENCLATURE

n: The number of robot manipulator’s links

M: Inertia matrix ∈ Rn×n

C: Coriolis vector ∈ Rn×1

G: Gravitational force vector ∈ Rn×1

D: Lumped disturbance vector ∈ Rn×1

τ: Control input vector ∈ Rn×1

K1, K2: Design parameter matrix ∈ Rn×n

α, χ: Design Parameter vector ∈ Rn×1
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제안 되어왔다. 하지만 위에서 언급한 방법들은 떨림 현상은 감소

시켰지만 모두 슬라이딩평면을 상태변수에 대하여 선형으로 정의

하였기 때문에 점근안정성(Asymptotic Stability)밖에 보장하지

못한다는 한계점을 가지고 있다.

한편, 점근안정성에 비해 수렴시간이 짧고 강건성이 향상된다

는 장점덕분에 유한-시간 안정성(Finite-Time Stability)기반의 제

어 연구가 활발히 이루어져 왔다. 특히 슬라이딩 모드 제어에서는

유한-시간 안정성을 얻기 위해 상태변수에 대하여 비선형으로 슬

라이딩평면을 정의하는 방법인 TSMC (Terminal Sliding Mode

Control)가8 제안 되었고, TSMC에서 발생하는 특이점 문제

(Singularity Problem)를 해결한 NTSMC (Nonsingular Terminal

Sliding Mode Control)기법이7 로봇 매니퓰레이터에 적용되었다.

하지만 NTSMC도 외란에 대한 강인성을 보장하는 제어 입력으

로 인해 떨림 현상이 불가피하게 존재한다. 이를 위하여 유한-시

간 비선형 외란관측기가 결합 된 방법,5 퍼지와 신경망 이론이 결

합된 연구,6 적응형 슬라이딩 모드가2 연구되었다. 하지만 이 연구

들은 추가적인 해석이론이 필요하여 해석과 구현이 어려워진다는

단점이 있다.

본 연구에서는 로봇 매니퓰레이터를 제어 하기 위해 강건미분

기(Robust Differentiator)를 이용한 새로운 형식의 SOSMC (Second

Order Sliding Mode Control)기법을 제안한다. 이 제어기법은 강

건 미분기를 활용하여 비선형 슬라이딩 평면을 정의하고, 슬라이

딩 변수뿐만 아니라 상태변수를 유한 시간 내에 평형점에 도달시

키는 제어 입력을 산출 시킨다. 결과적으로 본 연구에서 제안 된

제어 기법은 구현이 간단한 제어입력을 통해 유한-시간 안정성을

보장할 뿐만 아니라, 외란에 대한 강건성을 유지하면서도 떨림 현

상이 존재하지 않는 연속적인 제어 입력을 산출한다. 

본 논문의 남은 구성은 다음과 같다. 2장에서는 로봇 매니퓰레

이터의 수학적 표현과 함께 기존 슬라이딩 모드가 포함하고 있는

떨림 현상문제를 수학적으로 도출된다. 3장에서는 본 연구에서

핵심적으로 제안하는 슬라이딩 평면 정의, 강건 미분기 도입, 제

어법칙설계와 시스템의 안정성해석이 이어지며, 4장에서는 제안

된 제어기를 2축 팬-틸트(2-Axis Pan-Tilt)에 적용한 모의실험을

통한 제어기법의 성능을 검증한다. 마지막으로 5장은 본 제어 기

법에 대한 결론과 향후 연구가 이어진다.

마지막으로 본문에 들어가기에 앞서 본 논문에 쓰인 수학적 표

현을 다음과 같이 정의하였다.

x = [x1, x2,…,xn]
T

sign(x) = [sign(x1), sign(x2),…,sign(xn)]
T

K = diag(k1, k2,…,kn)

K1 = diag(k11, k12,…,k1n)

K2 = diag(k21, k22,…,k2n)

2. 문제정의(Problem Statement)

2.1 모델의 불확실성과 외란이 포함된 로봇 매니퓰레이터의 수

학적 표현

우리는 로봇 매니퓰레이터의 동역학 방정식을 구성하는 관성

모멘트, 질량 그리고 길이와 같은 값을 대략적으로 측정 및 추정

된 값으로 이용 할 수 밖에 없다. 이런 모델의 불확실성과 함께

현실적으로 동역학 방정식으로 표현 할 수 없는 마찰력이나 외부

에서 오는 외란을 아래와 같이 통합 외란이 포함된 비선형 방정

식으로 표현한다.

(Mn(q) + ΔM(q)) + (Cn(q, ) + ∆C(q, ))

+ Gn(q) + ∆G(q) = τ + τd

= Mn(q) + Cn(q, ) + Gn(q) = τ + D (1)

D = −(∆M(q) + ∆C(q, ) + ∆G(q)) + τd

여기서, 통합 외란 D의 미분 값은 조건 을 만족한다.

위에서 표현된 것과 같이 통합 외란이 존재 할 경우 시스템의

제어성능이 악화 되고, 심할 경우 안정성을 잃기도 한다. 따라서

로봇 매니퓰레이터 정밀제어를 위해 합리적인 제어 기법이 반드

시 적용되어야 하며, 이를 위해 본 연구에서는 강건성이 보장되는

새로운 형식의 슬라이딩 모드 제어 기법을 제안한다.

2.2 슬라이딩 모드에서 떨림 현상

이번 절에서는 기존 슬라이딩 모드 제어의 문제점을 언급하기

위해 CSMC를 설명한다. CSMC 소개를 통해 슬라이딩 모드 제

어에서 떨림 현상이 수학적으로 어떻게 야기 되는지를 서술한다. 

우선 슬라이딩 변수를 식(2)와 같이 정의한다.

(2)

여기서, 에러 벡터를 식(3)과 같이 정의 하였다.

(3)

안정성판별을 위해 리아푸노프 함수를 정의 하고 시간에 대해

서 미분을 하면 식(5)와 같이 전개 된다.

(4)

(5)

위 식(5)를 토대로 제어입력을 식(6)과 같이 설계하면 리아푸

노프 안정성을 만족하게 된다.

(6)
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여기서, 제어 입력을 살펴보면 알 수 없는 값 D에 대한 영향을 억

제 하기 위해 입력에 Ksign(s)를 도입하고 있다. 이를 도입함에

따라 외란에 대한 영향을 억제 하지만 Signum Function에 의해

슬라이딩 평면 근처에서 떨림 현상이 발생한다. 

본 연구에서는 이 한계를 극복하기 위해 외란에 대해서 강건성

을 유지하면서 떨림 현상이 존재 하지 않는 슬라이딩 모드 제어

기법을 제안한다.

3. 2차 슬라이딩 모드 제어

3.1 슬라이딩 평면 정의

슬라이딩 평면의 정의는 슬라이딩 변수가 0으로 수렴한 후 시

스템 상태 변수의 수렴 특성을 결정하는 매우 중요한 역할을 한

다. 본 연구에서는 시스템의 유한-시간 안정성을 보장하기 위해

슬라이딩 평면을 다음과 같이 상태변수에 대한 비선형방정식으로

정의한다.

(7)

여기서 χ은 0 < χ < 1을 만족 한다. 

식(7)의 슬라이딩 변수가 0으로 수렴 후 미분 방정식의 형태는

다음을 만족한다.

(8)

위의 식을 만족하는 비선형 미분방정식은 유한 시간 안정성이

보장이 되며,10 이를 만족하기 위하여 본 연구에서는 슬라이딩 모

드와 결합하여 슬라이딩 변수를 0으로 구속시키도록 한다.

3.2 강건미분기

앞선 3.1절에서 정의한 슬라이딩 평면은 e의 2차 미분 항이 포

함되어 있기 때문에 로봇 매니퓰레이터의 각가속도( ) 값을 요구

한다. 따라서 본 연구에서는 강건미분기를 사용하여 각가속도 값

을 얻는다.

가정 1: 미분기의 입력 값인 로봇 매니퓰레이터의 각속도( )

값은 이용가능 하다.

실제로 최근에는 센서를 통해 각속도 값이 출력되는 로봇 매니

퓰레이터 시스템이 존재하고, 비선형상태관측기를 통해 각속도를

추정하는 연구결과도 많이 발표되었다.12 가정 1을 바탕으로 본

연구에서는 다음 식(9)의 강건 미분기를9 활용한다.

(9)

여기서, 입력은 u는 입력 신호이고 출력 미분 값은 z1이다.

3.3 제어 입력 설계 

정리1: 식(1)의 로봇 매니퓰레이터에 다음과 같은 입력을 적용

하면 유한 시간 안에 슬라이딩 변수는 0으로 수렴 한다.

u = C + G + M(u2 + ( − (| |χsgn( )

− |ϕ(e, )|χ(2-χ)-1sgn(φ(e, ))))
(10)

= −K1sig
α(s) − K2sign(s) (11)

여기서, 을 만족한다. 제시한 제어 입력을 보면 기존

슬라이딩 모드에서 존재하는 비연속 제어 입력 항이 식(11)에서

는 u2의 미분 항에 존재 하는 것을 확인할 수 있다. 따라서 실제

제어 입력에는 비연속적인 입력의 영향을 받지 않고 떨림 현상이

존재 하지 않는 연속적인 제어 입력을 산출할 수 있다.

3.4 리아푸노프 안정성 해석

안정성 해석을 위해 리아푸노프 후보 함수(Lyapunov Candidate

Function)를 슬라이딩 변수에 관하여 식(12)와 같이 정의 하였고

미분하여 식(13)과 같이 전개하였다.

(12)

= sT = sT( (t) − ) ≤ sT(| (t)| − )

≤ sT(L − ) = sT(−K1sig
α(s) + L − K2sign(s))

= −K1|s|
α+1 + sT(L − K2sign(s))

(13)

본 연구에서 제안한 제어 입력에 의해 리아푸노프의 미분 값이

위와 같은 부등식을 만족하도록 하여 슬라이딩 변수의 유한-시간

안정성(Finite-Time Stability)를14 보장한다.
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4. 시뮬레이션

본 연구에서 제안 된 제어 기법의 효과를 확인하기 위해 다음

과 같은 2축 팬-틸트(2Axis Pan-Tilt) 시스템에 제어기법을 적용

하였다. 

먼저 모델의 불확실성을 부여하기 위해 시스템의 동역학 방정

식과 제어를 위한 동역학 방정식이 다르다고 가정하였다. 이는 제

작 시 발생하는 질량중심, 링크의 길이, 관성모멘트 오차에 의한

것 이라고 할 수 있다. 또한 2축은 1축에 비해 비교적 가볍고 지면

(Ground)과 떨어져 있는 것을 고려해 외부에서 오는 외란에 의한

영향까지 가해주었다(자세한 동역학 방정식의 구성은 APPENDIX

에 첨부하였다).

시뮬레이션은 MATLAB/SIMULINK로 수행하였으며, 제안된

SOSMC와 TSMC의13 비교를 통해 제어 기법의 효과를 검증하였

다. 제어기 성능 비교를 위해 외란이나 모델 불확실성에 의해 시

스템이 발산하지 않으면서도 수렴시간이 비슷한 수준을 유지하도

록 각 제어기의 설계변수를 Table 1과 같이 설정하였다.

Figs. 3(a)와 3(b)는 1축과 2축에 대한 각도의 추종성능을 보여

주고 있으며, Figs. 4(a)와 4(b)는 추종제어를 위한 각 축의 입력토

크를 보여주고 있다. 각도의 추종성능을 보면 과도응답(Transient

Response) 구간에서는 TSMC가 조금 빠르지만 최종적인 레퍼런

스에 대한 정착시간(Settling Time)은 1축은 3초 2축은 2.5초로

비슷한 성능 수준을 보이고 있다.

하지만 그림 4를 보면 각도에 대한 정착 시간은 비슷한 성능을

보이고 있다 하더라도 제어 입력의 양상은 상당한 차이를 보이고

Fig. 2 2-Axis yaw-pitch pan-tilt system

Fig. 3 Trajectory tracking of yaw-pitch system

Table 1 Parameter setting of TSMC and SOSMC

Controller Parameter

TSMC
β1 = 1, β2 = 1, p1 = 209, p2 = 209,

q1 = 111, q2 = 111, k1 = 2, k2 = 26

SOSMC
χ1 = 0.35, χ2 = 0.1, α1 = 0.995, α2 = 0.55,

k11 = 0.01, k12 = 230, k21 = 0.995, k22 = 20

Fig. 4 Input torque of yaw-pitch system
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있다. TSMC의 경우 모델의 불확실성과 외란을 극복하기 위해 비

연속적인 제어 신호를 산출하고 있으며, 본 연구에서 제안된 제어

기의 경우 연속적인 제어 입력을 산출해내고 있다. 특히 2축의 경

우 중력, 모델의 불확실성, 외란을 모두 보상 해야 하기 때문에

TSMC의 비연속신호의 게인 값이 커져서 제어 입력의 비연속적

인 특성이 심하게 나타나고 있다. 이로 인해 TSMC의 경우 시스

템을 구동하는 액추에이터에 악영향을 주게 되고 실제로 액추에

이터가 고주파의 스위칭 입력을 구현하는 것도 불가능하다. 반면,

본 연구에서 제안한 제어기의 경우 비연속적인 항이 미분 항에

들어가 있기 때문에 연속적인 제어 입력을 산출하면서도 모델의

불확실성이나 외란에 영향을 받지 않고 있는 추종 성능을 보여준

다. 이는 기존의 슬라이딩 모드 제어의 장점을 모두 유지하면서도

떨림 현상 단점을 극복 하는 것을 보이고 있는 것이다.

5. 결론

본 연구에서는 기존 슬라이딩 모드 제어의 단점들을 해결하기

위한 2차 슬라이딩 모드 제어 기법을 제안하였고 그 결론을 다음

과 같이 요약하였다.

(1) 본 논문에서는 새로운 형식의 2차 슬라이딩 모드 제어기법

을 위한 강건 미분기 기반의 비선형 슬라이딩 평면을 제안 하였

다.

(2) CSMC의 한계점인 점근안정성을 개선하여 유한시간 안정

성을 보장하는 제어 입력을 설계 하였고, 이를 리아푸노프 안정성

판별을 통해 증명하였다. 

(3) 슬라이딩 모드 제어 기법의 특징인 강건성을 유지하면서도

떨림 현상이 없는 연속적인 제어 입력을 산출하는 제어입력을 설

계 하였다. 

본 연구의 제어 효과를 MATLAB/SIMULINK 기반으로 시뮬

레이션을 통해 검증하였지만, 더욱 신뢰성 있는 연구 결과를 위해

실제 실험 기반의 결과 도출이 추후 진행되어야 한다. 
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APPENDIX

A1. 시뮬레이션을 위한 동역학 방정식

, , 

동역학 방정식은 위와 같이 M, C, G 항으로 구성이 된다.시뮬

레이션 상에서 실제 시스템이라고 정의한 동역학 방정식의 요소

들을 다음과 같이 정의하였다.

M11= 3.1985 + 0.9480sin2(q2) − 0.6224sin(2q2)

+ 1.3542cos2(q2)

M12 = M21 = −0.2480cos(q2) − 0.6190sin(q2)

M22 = 1.4490

C1 = [0.9480 sin(2q2) − 1.2448 cos(2q2)

−1.3542 sin(2q2) + 0.2480 sin(q2) − 0.6190 cos(q2)]

C2 = 0.6224 cos(2q2) + 0.2031 sin(2q2)

제어기 구성을 위해 우리가 사전에 알고 있는, 일반적으로 공

칭모델이라고 표현하는 요소들을 다음과 같이 정의하였다.

M11nominal = 3.2670 + 0.5742sin2(q2) + 1.05cos2(q2)

M12nominal = M21nominal = 3.2670 + 0.5742sin2(q2) + 1.05cos2(q2)

M22nominal= 0.9866 

C1nominal= 0.5742 sin(2q2) − 1.05 sin(2q2) 

C2nominal = 0.2379 sin(2q2)

Gnominal =

M
M

11
M

12

M
21
M

22

= C
C
1

C
2

= G
0
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2
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q·
1
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2
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1
q·
2
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2
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2
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0
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2
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